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�
�
� ���� ��� �������� �� �����
���� ��� ��
 ��� ����� �������� ����� !�
� ����� ��


���������� ��
� 
���
��� �� �
� ����
 �
�� �� �
� ��
�
 �����

"��� ����������� 	
�� �
� ��
�
 ���� �� ��
 �� �
� ����
� ����� �
� ����
 ��� �
�

�����
 �	 �
� ������� 	�
 �
� ���� ����� #��
���
 �
� �������� �	 �
� ������ 	
�� ����


�� ��
�
 ��� �������
�� 
��������� ���� ���
 ����������� ����
���� ����
������

�
� ���������� �� ��
���$�� ���� �
� 	�������� �������% ����������� (Si), ������ (Li),

������������ (Ai) �
� ������ 
�����
� ��	����� ��� ��� 
���
��� (Ii)� 
���
��� (Ji), 
�&

����
�� (Ri), �
 ���� (Di), �
�
� �
� ������� i = n, s ��

������ �� ��
�
 ��� ����
�


������������ �� ������ �� ��
���
��� ��	������� ��
 ���� �	 ���� �� �
� ����
 '�� Is(� N

�� �
� ����� ����������) �
�� �� Ns +Nn.

�� ����� �
� ��*��� �� 	������% βn(In+qnAn+pnJn)
N Sn ������� �
� �����
 �	 ������

��
 ���� �	 ���� �� �
� ��
�
 ��	����� �� 
�������� �	 �
� ��
�
� ��� βs(Is+qsAs+psJs)
N Ss �
�

�����
 �	 ������ ��
 ���� �	 ���� �� �
� ����
 ��	����� �� 
�������� �	 �
� ����
� �� ��$��

qi ��� pi �� �� �
� 
�������� 	����
� �� �
� �
�������������� �	 Ai ��� Ji� 
������������ ���


0 < qi < 1, ��� 0 < pi < 1 '��� �+�(�

�
� �����
 �	 ������ �	 �
� ����
 ��	������ ������ �	 �
� ��
�
 �� βsnSn
lsAs+ksJs

N � ���

�
� �����
 �	 ������ �	 �
� ��
�
 ��	������ ������ �	 �
� ����
 �� βnsSs
lnAn+knJn

N � ,� �
��

����� βij �� �
� �
���������� ���-����� �	 ��	������� 	
�� 
����� i ��	������ ������������ 	
��


����� j. �� ��$�� li �� �� � 
�������� 	����
 �� �
� �
�������������� �	 Ai ���
 0 < li < 1,

��� ki � 
�������� 	����
 �� �
� �
�������������� �	 Ji ���
 0 < ki < 1.

"������ βsn ��� βns ���
 �.��� �� ��
� ����� 
��
����� �
� ��
�
 ��� ����
 ���


��
������ �
� ������� ���
�� �
��
 ��� �
���� ,	 �� �������
 � ���������� ��
���$�� �� �

�
� ��� �� �
� ��
�
� �� ����� 
��� � 
������ ��
���� �	 �
�� ������ ,� �
�� ������

����������� �� ������$�� �� ����������� (S), ������ (L), ������������ (A)� ��	����� ��� ���


���
��� (I), 
���
��� (J), 
�����
�� (R), �
 ���� (D)� N �� �
� ����� ����������� ���

N(t) = S(t) + L(t) + A(t) + I(t) + J(t) + R(t) �� ���� t �+�� �
� ��� ��	������ ��
 ����

/



���� �� β(I + qA+ pJ) S
N , ����� q 	
� p 	�� ����
���
 �	
���� �
 ��� ��	
������������ �� A

	
� J �����
������� 	
� 0 < q, p < 1.

��� ����
�� ����� �� ���� ��� ������
� ��� ��
	��
� �� ���� 
������ �����	� ��� ����

�	�
� ����� �� ���
����� �
 ����� �� 
�
�����
� �
 ��

�����

��� ����� �� ����
 ��

Ṡn = −[βn(In + qnAn + pnJn)
Sn

N
+ βsnSn

(lsAs + ksJs)
N

]

L̇n = βn(In + qnAn + pnJn)
Sn

N
+ βsnSn

(lsAs + ksJs)
N

− κnLn

Ȧn = (1 − ε)κnLn − ηnAn

İn = εκnLn − γnIn

J̇n = σγnIn − αJn

Ṅn = −(1 − ρ− σ)γnIn − (1 − ψ)αJn

Ḋn = (1 − ρ− σ)γnIn + (1 − ψ)αJn

Ṡs = −[βs(Js + qsAs)
Ss

N
+ βnsSs

(In + lnAn + knJn)
N

]

L̇s = βs(Js + qsAs)
Ss

N
+ βnsSs

(In + lnAn + knJn)
N

− κsLs

Ȧs = (1 − μ)κsLs − ηsAs

J̇s = μκsLs − γsJs

Ṅs = −(1 − δ)γsJs

Ḋs = (1 − δ)γsJs

���

����� n ��	
�� ��� ��� 
������
 �����
� 	
� s ��	
�� ��� �������
 �����
 �� ��

�����

�� �
� ������
 ��� 
���� 	
� ����� �����	���
� �

��� ���
 βsn 	
� βns 	�� 
��

�!�	� �� "����

�	��� � �����	�� ��� �	�	������� ��#
����
�� 	
� �	���� �� ��� ��� ��� �����	�
� ������

	
� �	��� $ �����	�� ����� ��� ��� �
���	�
� ������

%



��������� ���	
�
�	� 
����� ������

βn, βs ���	��
��
�	 �����
�	� ������� �� ������ 
	 ���� ����� 8 ��� ���� 5.75 ��� ��� ���

βsn, βns ���	��
��
�	 �����
�	� ��� �� 
	����
��� 
	 �����

�	���� 
	����
	� �������
���� 
	 	���� ������ 

5.26 ��� ��� ���

qn, qs !�����
�	 ������ �� ����������
� ����� ���� ���� ���"

�
�	

0.5 �#�

pn, ps !�����
�	 ������ �� ��
	
����� �
��	���� ����� 1.0 �#�

ls, ln !�����
�	 ������ �� ����������
� ����� ���� ����� ���"

�
�	

0.5 �#�

ks, kn !�����
�	 ������ �� ��
	
����� �
��	���� ����� ���� �����

����
�	

1.0 �#�

ε �������
�	 �� ����	� ����� $�� ������� �� 
	����
�� �����


	 	������	

0.667 �#�

μ �������
�	 �� ����	� ����� $�� ������� �� ��
	
����� �
"

��	���� ����� 
	 �������	

0.667 �#�

κn, κs !��� �� ����
	� ����	� ����� 0.526 ��� ��� �%��

ηn, ηs !��� �� ��
	� �� �������� ����� ���� ����������
� ����� 0.244 ��� ��� �%��

ρ �������
�	 �� 
	����
��� $�� ������� 
	 	������	 0.4 ���
�����

σ �������
�	 �� 
	����
��� $�� ��� �
��	���� 
	 	������	 0.58 ���
�����

γn, γs !��� �� ����
	� 
	����
�� ����� ���
	
����� �
��	���� ����� 0.244 ��� ��� �%��

α !��� �� ����
	� ��
	
����� �
��	���� ����� 
	 	������	 0.333 ��� ��� ���
�����

ψ �������
�	 �� ��
	
����� �
��	���� ����� $�� ������� 
	

	������	

0.6635 ���
�����

δ �������
�	 �� ��
	
����� �
��	���� ����� $�� ������� 
	

�������	 �����

0.3318 ���� & ���
�����

����� �� �	
�� ����
����� ��
 ����� ������

�



��������� ���	
�
�	� 
����� �������

β ���	��
��
�	 �����
�	� ������	 ������ �� ��	����� 5.75 ��� ��� ���

q ������
�	 ������ �� ����������
� ����� 0.5 ���

p ������
�	 ������ �� �����
	
��� ����� 1.0 ���

ε �������
�	  �
	 ���� ����	� ����� �� �����
	
��� ����� 0.667 ���

κ ���� �� ���!
	 ����	� ����� 0.526 ��� ��� �"��

η ���� �� ���!
	 ����������
� ����� 0.244 ��� ��� �"��

ρ �������
�	 ����!��
	 ���� 
	����
!� ����� 0.4 ���
����� # ���

σ �������
�	 �� �	���
	 ��
	
����� �
� 	���� ����� ����


	����
!� �����

0.58 ���
����� # ���

γ ���� �� ���!
	 
	����
!� ����� 0.244 ��� ��� �"��

ψ �������
�	 ����!��
	 ���� ��
	
����� �
� 	���� ����� 0.9953 ���� # �"$�

α ���� �� ���!
	 ��
	
����� �
� 	���� ����� 0.333 ��� ��� ���
�����

����� �� ��	�
���	� 
� ��� 	������ 

���

� ���������	�
 ���

���

��� ����� 	
��
������
 ����
�

��� ����� 	��	
������� ��
��	 (R0) �� �� ��������� �
����� �� �������� ��� ����
��� 
�

��� ��	��� 
� �


�������� ��������� �� 
����
��� �� ���� �� �� ������ �� ��� �������

	����� 
� ��� ���� ����	���
� 
��	�� 
��	��
	� ����� ��� ������� �	�� ����� �� �
� ���!�� ��


�	 

���" #� ��� ��� 
���
� ����	���� �� �$� �
	 ����������� R0.

%
	 ��� ������� �	�� �!�����	��"

Sn = Nn, Ln = An = In = Jn = 0, Ss = Ns, As = Js = 0.

���� ��� R0 �
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βnqn(1 − ε)

ηn
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βnpnεσ

α
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+
βnε

γn

Sn0
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+
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βnsln(1 − ε)Sn0

ηnN0
+
βnsσεκnSn0

αN0
+
εβnsSn0

γnN0

]
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βs(1 − μ)qsSs0

ηsN0
+
βsμSs0

γsN0
.
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[
βsn(1 − μ)lsSs0

ηsN0
+
βsnμκsSs0

γsN0

]
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S0(lnSn0 − lnSn∞) ≤ S0βn
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γn
+
qn(1 − ε)

ηn
+
pnσε

α

)
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+In0

( 1
γn

+
pnσ

α
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+ S0βsn

( ls(1 − μ)
ηs

+
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(Ss0 − Ss∞).
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(1 − ρ− σ)γnÎn + (1 − ψ)αĴn + (1 − δ)γsĴs = (1 − ρ− σ)[ε(Sn0 − Sn∞) + In0 ]

+(1 − ψ)[σ(ε(Sn0 − Sn∞) + In0))] + (1 − δ)[μ(Ss0 − Ss∞) + Is0
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�� ���
�� ������� �� 
�� ����� ������
������ 
� 
�� ��
� �� '��
��	�� �� ����� 
�� R0

��� ��
� ��
��� ����� 	 ������	 ���� ?3@�

R0 = tr(ΠDQy0β(0, y0, z0)bV −1A β(0, y0, z0)bV −1ΠDQy0

��� 
�� �	����	
��� �� 
�� R0 ��� �����
��� �� ��� 
�� ��������� 
�	������	
����B

<1



βs = p1a1, βn = p1a2, βsn = p2a1, βns = p2a2

���

qn = qs = q̂, pn = ps = p̂, ls = ln = l̂, ks = kn = k̂.

�� ���� 	�� 
�� �����
��� ��
�����

Π =

⎡
⎣ 1 0 0 0 0 0 0

0 1 0 0 0 0 0

⎤
⎦

T

D =

⎡
⎣ 1 0

0 1

⎤
⎦ ,

Q =

⎡
⎣ a2

N 0

0 a1
N

⎤
⎦ ,

y0 = [Sn(0), Ss(0)]T

β ∗ b =
[

0 0 p1q̂ + p2 l̂ p2 l̂ + p1q̂ p1p̂+ p2k̂ p2k̂ + p1 p1 + p2

]
,

V −1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
κn

0 0 0 0 0 0

0 1
κs

0 0 0 0 0
(1−ε)

ηn
0 ηn 0 0 0 0

0 (1−μ)
ηs

0 ηs 0 0 0
σε
α 0 0 0 1

α 0 σ
α

0 μ
γs

0 0 0 1
γs

0
ε

γn
0 0 0 0 0 1

γn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

,

��



��� R0 ��� ��� ��	
��� 	�
�� ����	��

R0 =
[
βnqn(1 − ε)

ηn

Sn0

N0
+
βnpnεσ

α

Sn0

N0
+
βnε

γn

Sn0

N0

]
+

[
βnsln(1 − ε)Sn0

ηnN0
+
βnsσεκnSn0

αN0
+
εβnsSn0

γnN0

]

+
[
βs(1 − μ)qsSs0

ηsN0
+
βsμSs0

γsN0
.

]
+

[
βsn(1 − μ)lsSs0

ηsN0
+
βsnμκsSs0

γsN0

]

����� N0 = Nn(0) +Ns(0)�

��� ��� ����������� �� R0 ��� ��������� �� ��� ��� ��������� 	�������

Π = [1, 0, 0, 0]T

D = [1]

Qy0 = [1]

β ∗ b = [0, q, 1, p]

V −1 =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
κ 0 0 0

1−ε
η

1
η 0 0

ε
γ 0 1

γ 0
εσ
α 0 0 1

α

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

��� ����� ��
��
������ ��	��� �R0� ��� �������� ����	��

R0 = β
( ε
γ

+
q(1 − ε)

η
+
pσε

λ

)
���

���������	 �
 ��	�� 
��� �������� �������	

�

��� ��
 ����������� Ṡn ��
 L̇n ���	 0 �� ∞, ���� ���
��� �� t �����

Sn0 − Sn∞ + Ln0 − Ln∞ = κnL̂n. ���

 !



���������� 	
�� 	� �

 ��
 ��������� Ṡs ��
 L̇s ���� 0 �� ∞, 	��
 ������� �� t� 	� ���

Ss0 − Ss∞ + Ls0 − Ls∞ = κnL̂n ���

����������� Ȧi� İi� ��
 J̇i 	
��� i = n, s, 	� ������

ηnÂn = (1 − p)κnL̂n +An0 −An∞ ���

γnÎn = pκnL̂n + In0 − In∞ ���

αĴn = σγnÎn + Jn0 − Jn∞ . ���

ηsÂs = (1 − μ)κsL̂s +As0 −As∞ ����

γsĴs = μκsL̂s + Js0 − Js∞ . ����

�� ��	 
� �
� Ṡn �� Sn ��
 ��������� ���� 0 �� ∞ 	��
 ������� �� t. �� ���

lnSn0 − lnSn∞ = βn

[∫ ∞

0

In(t)
N(t)

dt+ qn

∫ ∞

0

An(t)
N(t)

dt+ pn

∫ ∞

0

Jn(t)
N(t)

dt

]

+βsn

[
ls

∫ ∞

0

As(t)
N(t)

dt+ ks

∫ ∞

0

Js(t)
N(t)

dt

]
.

����� N = (Sn +Ln +An + In + Jn +Rn) + (Ss +Ls +As + Is + Js +Rs), 	� ��� �
�

���!"�����

lnSn0 − lnSn∞ ≤ βn(În + qnÂn + pnĴn) + βsn(lsÂs + ksĴs).

#
��

S0[lnSn0 − lnSn∞ ] ≤ S0[βn(În + qnÂn + pnĴn) + βsn(lsÂs + ksĴs)]. ��$�

�"�����"���� ���� ���� ���� ����� ��
 ���� ���� ��$� �� ��

��



S0[lnSn0 − lnSn∞ ] ≤ S0βn

[( ε

γn
+
qn(1 − ε)

ηn
+
pnσε

α

)
(Sn0 − Sn∞ + Ln0 − Ln∞)

+
(In0 − In∞

γn
+
qn(An0 −An∞)

ηn
+
pnσ(In0 − In∞)

α
+
pn(Jn0 − Jn∞)

α

)]

+S0βsn

[( ls(1 − μ)
ηs

+
ksμ

γs

)
(Ss0 − Ss∞ + Ls0 − Ls∞)

+
ls(As0 −As∞)

ηs
+
ks(Js0 − Js∞)

γs

]
.
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���
��� �
�
���	 ��� ��	��

��

�� 
���	� 
	� �	�
��
��	� Ṡ 
	� L̇ ���� 0 �� ∞, ���� �
��
�� �� t, �
 ���
�	

S0 − S∞ + L0 − L∞ = κL̂. ����

�
 
�� 
	� �	�
��
�
 Ȧ, İ, 
	� J̇  �
��
���!
�� ���� 0 �� ∞, ���� �
��
�� �� t� �


���
�	

ηÂ = (1 − ε)κL̂+A0 −A∞ ��"�

γÎ = εκL̂+ I0 − I∞ ��#�

λĴ = σγÎ + J0 − J∞. ��$�

�
 	�� ��!��
 Ṡ �� S 
	� �	�
��
�
 �
���	�

lnS0 − lnS∞ = β[

∫ ∞

0

I(t)
N(t)

dt+ q

∫ ∞

0

A(t)
N(t)

dt+ p

∫ ∞

0

J(t)
N(t)

dt]

%�	�
 N �� 	�� ��	��
	� 

lnS0 − lnS∞ ≤ β(Î + qÂ+ pĴ).

����

�&



S0[lnS0 − lnS∞] ≤ S0[β(Î + qÂ+ pĴ)]. ����

�� ��	�
�
�
� ���
����
����
 ��� ���� ��
� ���� ��� ��


S0[β(Î + qÂ+ pĴ)] = S0R0(S0 − S∞ + L0 − L∞)

+S0β
(I0 − I∞

γ
+
q(A0 −A∞)

η
+
pσ(I0 − I∞)

λ
+
p(J0 − J∞)

λ

)

���� ������� �� ����

S0(lnS0 − lnS∞) ≤ S0R0(S0 − S∞ + L0 − L∞)

+
S0(I0 − I∞)

ε

(
R0 − βq(1 − ε)

η

)

+
S0(A0 −A∞)

1 − ε

(
R0 − β

( ε
γ

+
pεσ

λ

))

+S0βp
(J0 − J∞)

λ
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�� ���� ���� ����
��� �� 
�� ������� �� !��
����" #�� � β �� ��
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�� ���	�� �� ����������� �� 
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��� ����� 
��
 S∞ �� ����
�� 
��� ����
 �� ��
 ����%��� �� 
��  �
% ��� �*� 
��

	% 
�� ������� &�'" ���� ����
���  �� ���
�� S0 −S∞, 
�� 
�
�� ���	�� �� ������ ���� 
��

	% 
�� ������� " ��  �� ��� ��� 
�� 
�
�� ���	�� �� ������� ���
��
 ��%��
���
� ���

�%��
���
�  ����
 ��� �������
�� ��� �����������  ����"

��� 
�
�� ���	�� �� ������� ���
�� �� ����� 	%

(1 − ρ− σ)φÎ + (1 − ψ)λĴ = (1 − ρ− σ)[ε(S0 − S∞ + L0 − L∞) + I0]

+(1 − ψ)[σ(ε(S0 − S∞ + L0 − L∞) + I0) + J0]

+,



��� ����� �	
��� �
 ���
���
���� ����� �� ����� ��

ηÂ = (1 − ε)(S0 − S∞ + L0 − L∞) +A0 ����

��� ����� �	
��� �
 	��������� ��� 	���������� ����� �� ����� ��

ργÎ = ρ[ε(S0 − S∞ + L0 − L∞) + I0] ����

������

�� ���� �������� �� ����	�� �����	� ���� ���� 
����� ���	������ ��� ������� ������� ��� ��
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 ���
��� ,�������� �
 ��� ����� 	�
������ ������	��� �	�� ��

�������������� ��� 
�
�������� !��$�!�-$�!�.$� /�� ρij �� ��� ���������� �
 ����� �������� �
 �

������ �� ���	� i ���� � ������ �� ���	� j ��� 	��� �
 ��
� !�.$� 0��	
� ρi �� ��� ����������

�
 �������� �� ���	� i �� ������ �
 ���	� i ���� ��� ��
� ���	� �
 ������� ��� 	��� �
 ��
�

!�.$� ���� (1 − ρi) �� ��� ���������� �
 ��������� �	����� �
 ���	� i� �
 ������ �� ���	� i

���� ������ �� ���	�� ����� ���� i� ��� 	��� �
 ��
�� /�� Ni �� ��� ����� ���	������ �


���	� i !�.$� ci �� ��� ������� �	
��� �
 ����� �������� �
 � ������ �� ���	� i ��� 	��� �


��
� !�.$� ����� �������� ��� �� ������ �� �	����� �
 ��� ���	�� ci(1 − ρi) �� ��� �������

�	
��� �
 �������� �
 ������ �� ���	� i ���� ������ �� ���	� i� �	����� �
 ���	� i� ��� 	���

�
 ��
� !�.$�
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�� ���� ���	
�� ρii. ���� �� �

�� �� ρi ��
� (1 − ρi) ����� � ���
	���� ��	���� ���

���
	���� ��	��� �� � ���	���� ���� ci(1 − ρi)Ni �� ��� �
�������� ci(1 − ρi)Ni �� ��� �����

�
���� �� 	����	�� �� ������ �� ���
� i ���� ������ �� ����� ���
��� �� � �������� ��	�����

��� 
��� �� ����� ��� ����������� ��
∑

k ck(1 − ρk)Nk� �� ��� ����� �
���� �� 	����	�� ��

������ �� ��� ���
� ���� ������ �� ����� ���
��� �� � �������� ��	����� ��� 
��� �� �����

���� ���� ���	���� �� ���� ���� �� �

�� �� �� ���� ���
	���� ��	��� �������� ��� ��������	�

������ �� � �����	
��� ���
� �� �������
���� ��
� ρii = ρi + (1 − ρi)
ci(1−ρi)Ni∑
k ck(1−ρk)Nk

�

 �� ρij ����� i �= j, �� �� ��� ��!� ���� �		�
�� 	����	�� ������� ������� �� ���

���� ���
�� �� �� 	�� ������ ��� ρi ��	���� "� �� �� (1 − ρi) ����� � ���
	���� ��	���

���� cj(1− ρi)Nj �� ��� �
������� ���
∑

k ck(1 − ρk)Nk �� ��� ����������� #�$%� "� �� ��

ρij = (1 − ρi)
cj(1−ρj)Ni∑
k ck(1−ρk)Nk

�

 �� ������������ ������� �� ������ ρij �� ��� ���� ���� ��	��� ���� ρi = 1 ���� ���

��� i ��� j, ρij = cj
Ni∑

j cjNj
.
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